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RESUMEN. En este trabajo se analiza la escala musical basada en los princi-
pios pitagoricos de la equivalencia de la octava y la concatenacién de quintas.
Veremos que esto convierte a la escala pitagdrica en la érbita de una rotacién
irracional de la circunferencia y que por tanto no “cierra” de forma exacta.
Cuando aproximamos esta rotacién irracional mediante rotaciones racionales
aparece de forma natural el concepto de escala temperada, como la usada en la
afinacién del piano. Sorprendentemente, al analizar cuél es el niimero de notas
“6ptimo” para las escalas pitagérica y temperada nos vemos conducidos a los
problemas clésicos de aproximacién de segunda y de primera especie, respec-
tivamente, de niimeros irracionales mediante racionales. Ambos problemas se
resuelven con el uso de fracciones continuas y tienen interesantes aplicaciones

a la teorfa musical.

1. INTRODUCCION

La estrecha relacién entre la musica y las matemaéticas es bien conocida desde
la Antigliedad y ha sido explorada en numerosas y excelentes referencias como
[1,2,3,4,06,8, 9,13, 16, 22, 23, 26, 32] asi como en la magnifica seccién “Musica
y mateméticas”del portal divulgaMAT de la RSME, [14].

En este articulo pretendemos llamar la atencién de la comunidad matemati-
ca sobre la estrecha relacién entre la teoria de las escalas musicales, los sistemas
dindmicos y ciertos problemas que se plantean en teoria de nimeros: en concreto
los problemas de aproximacién de primera y segunda especie de ntimeros irracio-
nales mediante racionales, [31]. Estos problemas de aproximacién se resuelven con
ayuda de la bella teorfa de las fracciones continuas, [18], y sus implicaciones en la
construccién de escalas musicales ha sido convenientemente documentada [11, 29].
Recientemente también parece haberse renovado el interés en las fracciones conti-
nuas, [7, 20], debido a sus miiltiples e interesantes aplicaciones.

Sin embargo la relacion de las escalas musicales con los sistemas dinamicos, en

concreto con las rotaciones racionales e irracionales de la circunferencia, parece
1
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ser mucho menos conocida. Suele ser méas habitual un enfoque algebraico, basado
por ejemplo en la teoria de grupos, como en el excelente capitulo dedicado a la
musica en [25]. Consideramos sin embargo que la aproximacién desde la Gptica
de los sistemas dindamicos pone mas claramente de manifiesto la diferencia esencial
entre la escala pitagérica y las escalas temperadas, permitiendo ademas formular de
manera natural en lenguaje geométrico los problemas de aproximacién de primera y
segunda especie de niimeros irracionales mediante racionales. Resulta cuando menos
curioso para un matematico, sin formacién musical especifica, que conceptos usuales
para los estudiantes de Conservatorio como espiral de quintas, coma pitagorica,
quinta del lobo,... encuentren un acomodo preciso en esta formulacién. También
abre el camino para explorar nuevas escalas musicales usando otras aplicaciones de
la circunferencia que posean érbitas periddicas, [30].

En cualquier caso esperamos que el lector disfrute de estas conexiones aparente-
mente inesperadas entre diferentes campos de estudio. La musica es, sin duda, un

regalo para el espiritu humano y también para las matematicas.

2. LA ESCALA MUSICAL PITAGORICA

De las cuatro propiedades bésicas del sonido —intensidad (volumen), altura (fre-
cuencia), timbre y duracion— solo prestaremos atencién en este articulo a la fre-
cuencia. Por supuesto se trata de una simplificacién que no refleja la complejidad
del mundo real —en el que por ejemplo distinguimos perfectamente una nota LA
emitida por una trompeta del LA de la misma altura emitida por un violin debido
a su distinto timbre— pero que permite aislar una caracteristica fundamental del
sonido y analizarla con precisién.

La afinacién en la musica occidental se basa en los siguientes principios, o axio-
mas, que se remontan a la escuela pitagdrica:

(P1) Dos frecuencias en una razén 2:1 (octava) representan la misma nota.
(P2) Dos frecuencias en una razén 3:2 (quinta) son consonantes (es decir, resultan
armoniosas al oido humano cuando suenan simultdneamente).

De esta forma, (P;) establece que las notas son elementos del espacio cociente

X que se obtiene al considerar en Ry := (0, 00) la relacién de equivalencia
TR y<= dn € Ztal que y = 2"x.
Claramente, cualquier clase de equivalencia

[2]] == {2"2:n €2},
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posee un Unico representante en [1,2). Este intervalo se llama octava, al igual que
cualquier otro intervalo de la forma [27,2"*1) con n € Z.

Basandonos ahora en el principio (P,), la escala musical pitagérica (EM P) se ob-
tiene empezando en una frecuencia principal, que identificamos con [[1]], e iterando

la funcion

rxox e s = || )]

2
Por tanto la escala EM P es la 6rbita de [[1]] a través de la funcién f, es decir,
3n
EMP :={f"([[1]]) :n€ Z} = { HQ"H in € Z} ={[[3"]] :n€Z}.

Ejemplo 2.1. Tradicionalmente, las 7 notas musicales usadas como base de la
masica occidental se corresponden con los siguientes elementos de la escala EMP

(indicamos también su representante en la octava [1,2) y su denominacion'):

Elemento | Frecuencia | Nombre | Nombre anglosajon
Ut 13 FA F
£ [[1]] DO c
FHA [[3]] SOL G
£ [[5]] RE D
A [15]] LA A
AR [[51]] M1 E
I 5] ST B

[\

que ordenadas de menor a mayor frecuencia en la octava [1,2) configuran la familiar

escala musical:

Frecuencia [1]] | (G50 | [5a)] | [(30) | (30 | (1360 | [[358]]
Nombre DO| RE | MI | FA | SOL| LA ST
Nombre anglosajon | C D E F G A B

Ademds esta tabla explica el nombre de “quinta” asociado a la nota que guarda
una relacion de frecuencia 3 : 2 con otra dada: SOL ocupa la quinta posicion si
empezamos a contar en DO, RE la quinta posicion (asumiento un orden ciclico)

empezando en SOL, LA es la quinta nota contando desde RE,. ..

1La notacién en aleméan, que no se incluye, es similar a la inglesa pero con alguna ligera
diferencia: la nota SI se denota como H en lugar de B, reservdndose en alemdan esa letra para el
SI’. Bach inclufa de forma recurrente en sus composiciones un fragmento musical con las notas

de su apellido a modo de firma.
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DO
FA SOL
SP RE
MP LA
MI
LA" # SOIL
DOt ST
FA!

Ficura 1. Circulo de quintas

E's habitual representar la sucesion de quintas en el llamado “circulo de quintas”
aunque, como veremos, en la escala pitagorica este proceso nunca termina por lo
que habria que hablar mds bien de una “espiral de quintas”, [4, Seccién 5.3].

Recordamos que algunos instrumentos de cuerda (violin, viola, cello) se afinan
precisamente “por quintas”; por ejemplo, las cuerdas “al aire” (es decir, sin pulsar)
del wviolin producen la secuencia ascendente SOL-RE-LA-MI; las cuerdas al aire
del contrabajo de cuatro cuerdas, que se afina “por cuartas”, producen la misma
secuencia de notas, pero ascendiendo en orden contrario: MI-LA-RE-SOL. Eso si,
estdn afinados en distintas octavas®, por eso en el contrabajo reconocemos un sonido

mucho mds grave que en el violin.

El logaritmo binario, log, : Ry — R, x — logy(z), permite establecer un
homeomorfismo entre X y R/Z, el conjunto cociente de R al considerar la relacién

de equivalencia
r~y<=dneZtalquey=z+n.

Es decir, R/Z = {[z] : € R} siendo [z] := {z+n : n € Z}, y dicho homeomorfismo

es

9: X = R/Z, 2] = g([[z]]) := [logy(x)].

2E1 MI al aire del violin (659.3 Hz) estd cuatro octavas por encima del MI al aire del contrabajo
(41.2 Hz) mientras que el SOL al aire del violin (196 Hz) estd solo una octava por encima del SOL

al aire del contrabajo (98 Hz).
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Obsérvese que cualquier clase de equivalencia en R/Z tiene un dnico representante
en el conjunto [0, 1). Dicho conjunto también serd llamado octava cuando usemos
la notacién aditiva correspondiente a R/Z.

Definiendo la constante de paso de la espiral de quintas

3
0 = log, <2> = log,(3) — 1 ~ 0,584963,

3
y teniendo en cuenta la identificacién anterior, la funcién f([[z]]) = Hg;” es

equivalente a
(2.1) Ry :R/Z —R/Z, [z]— Ry([z]) :=[x+6].
En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo:

X —X

2% T l log,

R/Z > R/Z
A su vez, R/Z se identifica de forma natural con la circunferencia unidad
St = {(a,b) € R? : a® + b* = 1},
mediante el homeomorfismo
h:R/Z — S', [z] — h([z]) := (cos(2mz),sen(27x)).

Por tanto, usando esta ultima identificacion, la aplicacién Ry representa geométrica-
mente una rotacién de la la circunferencia S de dngulo 276 radianes en sentido an-
tihorario. Esta identificacién de la octava con una circunferencia orientada también
permite definir de forma general una escala musical como cualquier subconjunto
finito de puntos de la circunferencia unidad y analizar sus propiedades algebraicas
y geométricas, véanse por ejemplo las interesantes referencias [8, 22, 23].

El siguiente teorema establece, en particular, que # es un numero irracional,
resultado que como veremos tendrad consecuencias muy importantes en la teoria
musical (puede verse una generalizacién del mismo en [24, comentario posterior al

Teorema 2.11]).

Teorema 2.2. Si %, con p,q € N, es un nimero racional que no es una potencia

de 2, es decir, g # 2" para i € Z, entonces logy (%) es un numero irracional.
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m
n’

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que existe un nimero racional

m,n € N, tal que 10g2(§) = % 0 equivalentemente %7 = 2% . Entonces,

pn
q7:277l : pn:2m_qn
Si escribimos p = 2! - p' y ¢ = 2F - ¢/, con m.c.d.(2,p') = 1 y m.c.d.(2,¢') = 1, se

tiene entonces que
(@ p)n=2m (2 ) e 2 = g gk g = gt g,
y por el Teorema Fundamental de la Aritmética debe ser
Il'n=m+k-n<=(l—k)-n=m.

Pero entonces

m
n

P_ o _ o=k
q

es una potencia de 2 y llegamos a una contradiccion. (Il

Resulta curioso que la escuela pitagérica encontrara en las sencillas relaciones
numéricas entre nimeros naturales expresadas en (Py) y (P2) la inspiracién para su
maxima “todo es nimero”, cimentando asi su confianza en el poder de las razones
de numeros naturales para expresar cualquier fenémeno. Sin embargo, la escala
musical generada por estas razones racionales esconde en su interior la constante
irracional 6 = log, (2).

De hecho, cualquier razén simple m : n entre nimeros naturales tales que
1 < ™ < 2 conduce al nimero irracional log, (%) De esta forma los nimeros

irracionales habitan en el propio corazén del modelo musical pitagérico.

3. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

Como acabamos de ver, 8 = log, (%) es un numero irracional y por tanto Ry
representa una rotacion irracional de la circunferencia, [17, Capitulo 4].

En el conjunto R/Z se considera la distancia
d([z], [y]) == min{|z —y —n| :n € Z},

que geométricamente mide la longitud, dividida entre 27, del menor arco que co-
necta dos puntos sobre la circunferencia unidad S*.

Conocemos entonces informacién precisa sobre el comportamiento de Ry:

(i) Ry es un homeomorfismo y R, ' = R_,.
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(ii) Ry es una isometria, es decir,

d(Ro([]), Ro([y])) = d([z], [y]) para todo [z], [y] € R/Z.
(iii) Ry es homogénea, es decir,
d([=], Ry ([2]) = d(ly], Ry ([y])) para todo [x], [y] € R/Z y n € Z.
(iv) Todas las érbitas de Ry son densas® en R/Z y, en particular, ninguna érbita
de Ry es periddica.

La propiedad (iv) tiene consecuencias muy importantes desde el punto de vista
de la teorfa musical: como todos los elementos en la 6rbita de [0] son distintos

resulta que la escala pitagorica
{Ry([0]) :neZ} =A...,[-20],[-0],[0], 0], [26], .. .},

estd formada por infinitas notas, esto es, el circulo de quintas nunca se cierra de
forma exacta.

En efecto, en cualquier escala obtenida encadenando g quintas consecutivas esta-
mos considerando solamente una porcién finita de la érbita { R} ([0])},ecz, que por

homogeneidad podemos suponer que empieza en [0].

Definiciéon 3.1. Se define la escala musical pitagorica de q notas, con ¢ € N y

q > 2, como el conjunto
EMP(q) == {Rg([0]) : n € {0,1,2,...,q — 1}} = {[0], [0], [26], ..., [(q — 1)¢]},

y llamamos coma pitagorica asociada a la escala de g notas al error cometido en el

cierre, es decir
CP(q) = d([q6], [0]) = min{|g6 — n] : n € Z}.

Observacion 3.2. Como la érbita de Ry mo es periddica tenemos que para todo
q=2
Rg([0]) = [qf] # [0],
y por tanto
CP(q) >0 para todo q > 2.

Por otro lado, como la drbita {Ry([0])}, es densa sabemos que

lim inf C'P(q) = d(R([0]),[0]) = 0.

q—o0

3M4s atln, todas las érbitas de Ry estdn uniformente distribuidas, [24, Theorem 6.3].



8 JOSE ANGEL CID

En teoria musical es bien conocida la disonancia producida debido a la existencia
de la coma pitagorica. El cierre de una escala pitagdrica tradicional de doce notas
suele situarse en el intervalo entre SOL! y MP, conociéndose dicho intervalo como

" de la escala. Segin nuestra definicion la coma pitagérica de

la “quinta del lobo
esta escala, que seria la distancia al entero mds proximo del logaritmo en base 2

del cociente entre las frecuencias de SOL? y LA, es de
CP(12) = log,(3'2/2') ~ log,(1,0136) ~ 0,01955.

4. TFRACCIONES CONTINUAS Y EL PROBLEMA DE APROXIMACION OPTIMA DE

SEGUNDA ESPECIE

Se nos plantea por tanto una cuestion natural: jcudles son las mejores escalas

pitagoricas?

Definicién 4.1. Diremos que la escala pitagdrica EMP(q) es dptima cuando su
coma pitagorica sea menor que la de todas las escalas pitagoricas con menos de q

notas, es decir,

CP(q) =d([gb],[0]) < 2<ml’n d([n6],[0]) = min CP(n),

n<g—1 2<n<q-1

o equivalentemente, si existe algin p € N tal que
(4.1) lg0 — p| < |kO —h| para todo1 <k<qg—1yheN.

Definicion 4.2. Un numero racional b conp,q N, p>1,9>2ym.cd.(pq) =
q
1, cumpliendo (4.1) se dice una aproximacion dptima de sequnda especie del nimero

irracional 0.

Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos este es el conocido problema
de la recurrencia. En palabras de John Milnor, [21, Pégina 234]:

“El estudio de la recurrencia es un tema central en muchas partes de la dindmica:
jcon qué frecuencia y con qué proximidad vuelve una érbita a un entorno de su
punto inicial? En el caso de las rotaciones irracionales de un circulo podemos dar
una descripciéon bastante precisa de la respuesta. Esta descripcién, que hunde sus
raices en la teoria cldsica de nimeros, resulta ser importante no solo en dindmi-
ca holomorfa, sino también en mecédnica celeste y en otras areas donde ocurre el

problema de los divisores pequenos.”

4Ge trata de una quinta disminuida cuya disonancia recuerda ligeramente a un aullido.
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Cabria anadir que el problema de la recurrencia es también central en el estudio
de la escala musical pitagérica. En teoria de nimeros el problema de encontrar
las aproximaciones optimas de segunda especie al que da lugar el estudio de la
recurrencia fue completamente resuelto por Lagrange usando fracciones continuas
en un Apéndice al libro Elementos de Algebra de Euler, [12].

A continuacién enunciamos los resultados sobre fracciones continuas que vamos
a necesitar, para més detalles véanse [5, 18, 31]: una fraccidn continua simple es

una expresion infinita del tipo

1
lag; a1, az,...] =ap + ——7—,
ai + as+...
donde ag, a1, as, ... son nimeros naturales con ag > 0y a, > 1 para todo n > 1.

Para dar sentido a la expresion anterior se considera la fraccién finita

1
Rn = [ao;a1)a2)"'aan] :CLO+ 1 b)
a1—|— T

an

y se define

[ap; a1,asg,...] = nlgr;o R,,

donde se demuestra que el limite anterior existe y es finito.

Claramente, R, es numero racional y por tanto puede escribirse de la forma
R, = P con Py, ¢, € N primos entre si. La fraccién Pn se llama convergente de
orden nny puede calcularse recursivamente de forma eqﬁ%iente usando el siguiente

resultado.

p .. . .
Lema 4.3. Los convergentes — de la fraccion continua [ag; a1, as, ...| satisfacen
n

las siguientes formulas recursivas’:

po:=ag, p1=apa1+1, Ppn=anPn-1+DPn-2, N=2

qo ‘= ]-a g1 =a1, qn=0apqn-1+qn_2, N = 2.

Ahora que sabemos cémo calcular los convergentes de una fraccién continua
vamos a establecer de forma precisa la correspondencia entre fracciones continuas

infinitas y nimeros irracionales.

5A menudo resulta conveniente considerar que p—1 := 1y g—1 := 0 constituyen el convergente

de orden —1.
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Teorema 4.4. [31, Capitulo 5] Una fraccidn continua simple infinita [ag; a1, az, . . .
siempre converge a un numero irracional positivo.
Reciprocamente, todo niumero irracional positivo admite una expresion unica co-

mo fraccion continua simple infinita.

Dado entonces un ntmero irracional a > 0 resulta interesante disponer de un
algoritmo para obtener su expresién como fraccién continua: se empieza calculando
la parte entera de « (es decir, el mayor entre todos los enteros menores o iguales
que «), que denotaremos como |«] y se definen

1

ap =] 'y oag=—o,
0 L] 0 0
de tal modo que

1
a:ao+;0, 0<ap <.

Claramente, o > 0 también es un ntimero irracional y podemos iterar el proceso
anterior definiendo de forma recursiva

1
an = lom_1] ¥y Qn=—"— n>L
Qp_1 — Gn

Se cumple entonces que la expresiéon de o como fracciéon continua viene dada por
a = [ag; a1, az,...].
Pues bien, la solucién de Lagrange al problema de encontrar las aproximaciones
optimas de segunda especie es la siguiente.

Teorema 4.5. [18, Teoremas 16 y 17] Sea a > 0 un nidmero irracional y sea L
n

6 o b . . .
convergente de orden n de o, conn > 1°. Si 7 6 un nimero racional que satisface

1<k<qni1y (hv k) # (pna Qn)’ (h, k) # (pn+1a Qn+1) entonces,

|gne — pn| < |ka — hl.

El resultado anterior permite establecer que las aproximaciones éptimas de se-
gunda especie de a son exactamente sus convergentes, con la tinica posible excepcion

de Ry. Obtenemos entonces la siguiente consecuencia en teoria musical.

Corolario 4.6. La escala pitagérica EMP(q) es dptima si y solo si ¢ = ¢, > 2,

siendo Pn el convergente de orden n de 6.
qn

S| convergente de orden 0 de a, Ry = | ], es una aproximacién 6ptima de segunda especie si

y solosi a — |af < %
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Como los convergentes de § = [0;1,1,2,2,3,1,5,...] son

concluimos que las escalas pitagoricas éptimas son

13 7 24 31 179

EMP(2), EMP(5), EMP(12), EMP(41), EMP(53), ...

11

La tabla siguiente muestra la coma pitagoérica y la quinta del lobo, medidas en

cents, en distintas escalas pitagoricas: los cents son una escala logaritmica para

medir un intervalo en la que una octava equivale a 1200 cents. Asi, un intervalo de

f2

frecuencias [f1, f2] mide 1200 - log, (—) cents y por tanto el intervalo de quinta

[1, 3] mide 1200 - (log,(3) — 1) ~ 701,96 cents.

Numero de notas

40
41

1

Coma pitagérica (cents)

203.91
294.135
407.82
90.225
588.27
113.685
384.36
317.595
180.45
521.505
23.46
474.585
227.37

478.2
19.845

Quinta del lobo (cents)

498.045
996.09
294.135
792.18
113.685
588.27
1086.31
384.36
882.405
180.45
678.495
1176.54
474.585

223.755
721.8

CUADRO 1. Coma pitagérica y quinta del lobo (medidas en cents) en

distintas escalas pitagoéricas. En negrita se destacan las escalas 6ptimas.

Asi vemos que la escala pentaténica EM P(5) produce menos disonancia en su

cierre (tiene una menor coma pitagdrica) que la escala heptaténica EM P(7). De

hecho, necesitamos la escala clasica de 12 notas para mejorar el cierre de la escala

pentaténica. Las siguientes escalas éptimas son las de 41 y 53 notas. Por ejemplo,
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R. Bosanquet construyé a finales del siglo XIX un armonio generalizado con 53
divisiones por octava (puede verse una imagen del mismo en [4, p. 214] y [13, p.

76]).

5. ESCALAS MUSICALES TEMPERADAS Y EL PROBLEMA DE APROXIMACION

OPTIMA DE PRIMERA ESPECIE

En la seccién previa hemos visto que cualquier escala pitagérica finita EM P(q)
contiene un error en su cierre: la coma pitagorica. Otra desventaja de la escala pi-
tagorica es que al transportar una composicion a otra tonalidad, por ejemplo para
ajustarse a las posibilidades de un cantante o de un instrumento, podriamos necesi-
tar anadir notas nuevas, un proceso complejo o incluso imposible con instrumentos
de afinacion fija como el piano.

La solucién adoptada en la musica occidental para resolver este problema consis-
ti6 en sacrificar la propiedad P, de la afinacién pitagérica a cambio de la sencillez
en el transporte de la tonalidad: en una escala musical temperada de temperamen-
to igual con ¢ notas las frecuencias de cada nota en la octava [1,2), ordenadas de
menor a mayor, siguen una progresion geométrica de razon 927, Equivalentemente,
usando la notacién aditiva, las notas de la escala musical temperada forman una
progresién aritmética de paso % en la octava [0, 1). Dichas notas representadas sobre
la circunferencia S' forman claramente los vértices de un poligono regular inscrito

de ¢ lados.

Definicién 5.1. Se define la escala musical temperada de q notas, EMT(q), como

o s o [ ) [5)

De esta forma, mientras que la escala pitagérica se obtiene iterando la rotacién
irracional de la circunferencia Ry, la escala temperada se corresponde con una
rotacién racional de la circunferencia Rg con 1 < p < ¢, py q numeros naturales
coprimos. El diferente comportamiento dindmico entre ambos tipos de rotacién se
traduce en las distintas caracteristicas de cada escala.

Para definir las escalas temperadas 6ptimas usaremos como criterio ser las que
mejor aproximen la quinta pitagérica entre todas las escalas con menor o igual

numero de notas.
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Definicién 5.2. Diremos que EMT(q) es una escala temperada dptima si existe

peN,p>1, conm.cd.(p,q) =1, tal que

(5.2) ‘a—p‘<’9—h :

q k

h
, pamcualquz‘erf;é]gconheNylngq.
q

Surge asi de forma natural el problema de encontrar las aprozimaciones optimas

de primera especie.

Definicién 5.3. Un nimero racional £ con p,qeN, p>1,q¢>2ym.cd.(p,q)=
q
1, cumpliendo (5.2) se dice que es una aprozimacidn dptima de primera especie del

numero irracional 0.

En otras palabras, una aproximacién 6ptima de primera especie b del niimero
irracional 8 es la mejor aproximaciéon a 6 entre todos los niimeros racionales con
denominador menor o igual a q.

Es bien sabido que cualquier aproximacion éptima de segunda especie, obtenida
en la seccién anterior a través de los convergentes de la fraccién continua de 6,
también lo serd de primera especie, [31]. Se tiene entonces la siguiente relacién

entre las escalas éptimas pitagérica y temperada.

Teorema 5.4. Si la escala pitagdrica EM P(q) es dptima entonces la escala tem-

perada EMT(q) también es dptima.

Sin embargo en el Teorema 5.4 la implicacién hacia la izquierda no es cierta, ya
que los convergentes de 6 no proporcionan todas las aproximaciones 6ptimas de pri-
mera especie, aunque si proporcionen todas las aproximaciones éptimas de segunda
especie. En concreto, se sabe que las aproximaciones éptimas de primera especie
son necesariamente convergentes o fracciones intermedias (véase [18, Theorem 15]),

es decir: si
a =lag;a1,a2,...], a; €Z, ay9>0, a;>1 para i>1,

es un irracional positivo entonces sus aproximaciones 6ptimas de primera especie

se encuentran entre los nimeros racionales
[ao], [ao; 1], [a0; 2], - - -, [ao; a1 — 1],

[a();a1]7 [ao;ala 1]7 [ao;alvz]a ey [ao;a17a'2 - ]-]7

lao; a1, a2], [ao; a1, az2,1], [ao; a1, a2,2], ..., [ag; a1, az, az — 1],
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donde el primer elemento de cada fila es un convergente y los demads son las llamadas
fracciones intermedias (también llamadas a veces semiconvergentes).

La sucesion anterior proporciona los inicos candidatos posibles a aproximaciones
Optimas de primera especie y se puede obtener mediante una férmula de recurrencia

similar a la del Lema 4.3.

Teorema 5.5. Sea o = [ag; a1, az,as,...] >0 un nimero irracional. Entonces:
(i) ap = ] es una aprozimacidén éptima de primera especie si y sdlo st a—ag <
1
5

(ii) Las demds aproximaciones dptimas de primera especie son exactamente los
elementos de la sucesion de convergentes y fracciones intermedias cuya dis-
tancia a o sea estrictamente menor que la distancia a o de los elementos

anteriores.

Corolario 5.6. La escala pitagdrica EMT(q) es dptima si y solo si ¢ > 2 y b es
q

una aproximacion optima de primera especie de 0 dada por el Teorema 5.5.

Obtenemos asi que la sucesién de aproximaciones 6ptimas de primera especie de

0 es

{12347172431 }

Luego el Corolario 5.6 nos indica que entre las escalas temperadas aparecen
nuevas escalas 6ptimas, como EMT(7) y EMT(29), que no aparecian entre las

escalas pitagéricas dptimas.

6. COMENTARIOS FINALES

En este articulo hemos considerado que las escalas pitagoéricas 6ptimas son aque-
llas que satisfacen la condicién (4.1). Por supuesto es posible el uso de otros criterios
de optimalidad que conducen a distintas consideraciones.

Por ejemplo, una interesante propiedad de las escalas pitagoricas es el teorema de
los tres pasos de Steinhaus, [3]: si en una escala pitagérica elegimos el unico repre-
sentante de cada nota en el intervalo [0,1), los ordenamos 0 = zp < 21 < z3... <
Tq—1 < 1:= x4, y consideramos los distintos pasos xp41— 2%, conk =0,1,...,¢—1
se cumple que solo hay 1, 2 o 3 pasos distintos. Asi, en la escala pitagérica EM P(7)
existen 2 pasos distintos que se conocen como tono y semitono’ lo que explica la

"En EMP(7) el tono mide 203,91 cents y el semitono 90,225 cents, por lo que, contrariamente

a lo que sugiere su nombre, en la escala pitagdrica un semitono no es exactamente la mitad de un

tono.
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disposicién de las teclas negras entre las blancas del piano. En [22] se utiliza preci-
samente como criterio para definir las escalas pitagdricas el poseer exactamente 2
pasos y las escalas que cumplen esta propiedad resultan ser aquellas cuyo ntimero
de notas ¢ es el denominador de un convergente o de una fraccién intermedia de 6,
véase [3, Proposicién 5]. Otro concepto interesante es el de escala bien formada, [6],
cuya relacién con la geometria de la circunferencia y la combinatoria de palabras
se explica en [8, 10].

Por otro lado, la aproximacion a las escalas musicales siguiendo el punto de vis-
ta de los sistemas dindmicos abre nuevos caminos de experimentacién sonora. Por
ejemplo en [30] se analizan otras aplicaciones de la circunferencia cuya iteracién ge-
nera nuevas escalas musicales. Si en lugar de la rotacién (2.1) se utiliza la aplicacién

no lineal
k
Tok R/Z—R/Z, [z]— Tor([z]) = |z+a— by sen(2mx)| ,
i

que para k = 0 coincide con una rotacién del circulo, puede sacarse partido del
fenémeno de resonancia conocido como las lenguas de Arnold, [19]: las érbitas pe-
riédicas de T}/, o, correspondientes a los pardmetros racionales (p/q,0), persisten
para ciertos valores del espacio de pardmetros (a, k) con k > 0. Dichas drbitas
periddicas pueden ser usadas para construir escalas musicales distribuidas irregu-
larmente en la octava que, lejos de ser una mera curiosidad matematica, han sido

usadas e interpretadas en composiciones musicales de vanguardia por Eleri Pound,

[27, 28].
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