Grado topologico y ecuaciones diferenciales

José Angel Cid

1. Introduccién

La mayoria de las ecuaciones diferenciales no pueden resolverse de forma
explicita. Por ello en su estudio se utilizan tanto métodos numéricos para
obtener informacion cuantitativa como métodos analiticos y topoldgicos que
proporcionan informacién cualitativa.

El objetivo de estas notas es mostrar que el grado topolégico es una
poderosa herramienta para obtener informacion cualitativa sobre una am-
plia variedad de problemas no lineales, entre los que se encuentran diversos
problemas de frontera para ecuaciones diferenciales.

Empezamos con un ejemplo sencillo: dada F': R x R — R continua y 27
-periédica (i.e., F(t + 2w, z) = F(t,z) para todo (f,z) € R x R), ;tiene la
ecuacién o’ = F(t,z) alguna solucién 2m-periddica?

Este problema es equivalente a la existencia de una solucién para el pro-
blema de frontera

x' = F(t,z), paratodot € [0,2n]
{ 2(0) = 2(27), (1)

El siguiente teorema, junto con algunas aplicaciones al estudio de la
dindmica de poblaciones, puede encontrarse en [15].

TEOREMA 1.1. Supongamos que F :[0,27r] x R - R y ?)_I; :[0,27] x R = R
son continuas.
Si existen constantes a < b tales que

F(t,a)>0 y F(t,b) <0,
entonces existe una solucidn del problema (1))

Demostracion.



INONON NN

/ "
2(0)

NS AP AP AV A

2T

Debido a nuestras hipdtesis se verifican las siguientes propiedades:
» Unicidad para el problema de valor inicial asociado a ' = F(¢, z).

» Cualquier solucién del problema de valor inicial con (0) € [a, b] esta bi-
en definida en todo el intervalo [0, 27].

Para cada y € [a,b], sea ¢(t,y) la solucién de

' = F(t,z), paratodot € [0,2n]
{ 2(0) = . 2

Por el teorema de dependencia continua con respecto a las condiciones ini-
ciales la aplicacién ¢ es continua y por tanto también lo es la siguiente funcion
de una variable f : [a,b] — R definida como

f(y) =2, y) — ¢(0,y).

Por su definicién esta claro que es equivalente encontrar una solucion de
y encontrar un cero de la funcién real f. Ademas

fla)=p(@2m,a)—a>0 y [f(b)=¢p(2mb)—b<0,

por lo que el Teorema de Bolzano implica que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =
0. Por tanto existe una solucién de (1) con z(0) = c. 0

Como el ejemplo anterior pone de manifiesto, muchos problemas en andli-
sis se reducen a resolver una ecuacién de la forma



donde f es una funcién definida en un subconjunto de un cierto espacio de
Banach. Entonces la cuestion es, ;cémo podemos probar la existencia de
ceros para una funcion definida en un espacio de dimension finita mayor que
uno?, jy si el espacio es de dimensién infinita?

El grado topoldgico es la herramienta mas 1til y potente que se conoce
para responder a estas preguntas. Desde el punto de vista de un analista el
grado topolédgico es un “contador algebraico”del niimero de soluciones de la
ecuacion

flx)=0.

Para que sea t1til en las aplicaciones el grado de una funcién ha de ser
invariante con respecto a pequenas perturbaciones. La familia

fo(z) =2 + ¢,

pone de manifiesto que el nimero de soluciones de una ecuacién es una
cantidad que en general no se conserva.

La clave consiste en anadir a cada cero de f un signo positivo o negativo
(asi el grado es un numero entero, por eso decimos que es un “contador
algebraico”del nimero de ceros).

cero + cero -

Si f € Cla,b], f(z) # 0 para x = a,b y todos los ceros de f son simples
(i.e., f(z) = 0 = f'(x) # 0) entonces f tiene un niumero finito de ceros
x1,Ta, ..., T, (porque al ser los ceros de f simples entonces son aislados y
como es compacto ha de ser necesariamente finito) y se define

n

deg(f,(a,b)) = sign f'(z;). (3)

=1

OBSERVACION 1.1. Si f no se anula entendemos que la suma anterior vale
cero.

La ecuacién (3) nos proporciona la férmula para calcular el grado en
el caso mas sencillo posible (una funcién de una variable, definida en un
intervalo, derivable y con todos sus ceros simples). A continuacién vamos a
extender esta definicion a cualquier funcién continua de varias variables.



2. El grado de Brouwer

2.1. Construccién del grado de Brouwer

A lo largo de esta seccién supondremos siempre que 2 C R™ es un con-
junto abierto y acotado y que f :  — R™ es una funcién continua que no
se anula en la frontera, es decir,

f(z) #0 para todo x € 0N.

Vamos a definir el nimero entero deg(f,2) (el grado de f relativo a 2) en
varias etapas.

Etapa 1. f € C1(Q) y todos sus ceros son simples.

De forma analoga a las funciones de una variable decimos que x € 2 es
un cero simple si f(x) =0 € R™ y det(f'(z)) # 0, donde f'(z) € Myxm(R)
es la matriz jacobiana de la aplicacién f en el punto z.

Entonces f~1(0) = {1,2s,...,7,} es un conjunto finito (por un argu-
mento similar al que hemos utilizado para las funciones de una variable) y
se define

deg(f,2) =y _ signdet(f'(x;), (4)
i=1
extendiendo de esta forma la féormula ({3)).

De nuevo entendemos que deg(f,§2) =0 cuando f~(0) = 0.

EJEMPLO 2.1. Sean R? = C, (z,y) = z, f(z,y) = (22 —y* —¢,20y) = 22 —¢,
0 <e <1y el disco unidad abierto.

Entonces f~1(0) = {(v£,0), (—v£,0)} v
y  2v -2y
por lo que es un sencillo célculo comprobar que deg(f, Q) = 2.

Etapa 2. f € C'(Q) pero sus ceros no son necesariamente
simples.

Si f e CY(Q) se dice que zg es un punto critico de f si

det(f'(xo)) = 0.



Vamos a denotar como
St ={xo € Q:det(f'(x0)) =0}

al conjunto de los puntos criticos y diremos que y € R es un wvalor regular
si f~1(y) NSy =0,y un valor singular en caso contrario.

En esta etapa estamos suponiendo que 0 € R™ no es necesariamente un
valor regular. El lema de Sard afirma que f(S) tiene medida de Lebesgue
cero (ver [8, Proposition 1.4]), es decir casi todos los vectores y € R™ son
valores regulares. Por tanto aunque 0 € R™ no sea un valor regular siempre
podemos encontrar una sucesién de valores regulares convergentes a 0 (i.e.,
yn — 0 con f~(y,) NSy = 0). Podemos entonces aplicar la Etapa 1 a las
funciones f, = f — y, (para valores de n suficientemente grandes tales que

fn(z) # 0 para todo x € 02) y definir
deg(f,Q2) = lim deg(f,, ). (5)
n—oo

Por supuesto, para que la definicion tenga sentido faltaria probar que la
sucesién deg(f,,2) es constante a partir de un término y que ademds este
valor es independiente de la sucesion y,, elegida.

EJEMPLO 2.2. Sean R? = C, (z,y) = 2, f(z,y) = (22 — 9%, 2zy) =22y Q el
disco unidad abierto.

Ahora (0,0) es un valor singular de f. Sin embargo vy, = (1/n,0) es un
valor regular para todo n € N, y por tanto definiendo f, = f — y, se sigue

por el Ejemplo 2.1] que

deg(f,9) = lim deg(fo, Q) = 2.
n—oo

Etapa 3. Caso general: f € C(Q).

En esta etapa se elimina la hipdtesis sobre la regularidad de f. La idea
es aproximar f uniformemente por una sucesién de funciones f,, de clase C*
(siempre es posible por el Teorema de aproximacién de Weierstrass) a las
que poder aplicar la Etapa 2 (obsérvese que para n grande se satisface que
fu(x) # 0 para todo x € 022). De esta forma se define

deg(f,2) = lim deg(fn, 2). (6)

De nuevo faltaria probar que el limite existe y es independiente de la sucesion
fn elegida.



EJEMPLO 2.3. Sean f(z) = |z| y Q = (—1,1) el intervalo abierto unidad en
R.

Definiendo f,(x) = y/22 + 1/n estamos en las condiciones de la Etapa 1y
deg(fn,§2) = 0 porque f, no tiene ceros en ). Como f, converge uniformente
a f en [0, 1] se tiene entonces que

deg(f,2) = lim deg(f,, Q) = 0.
n—oo

EJEMPLO 2.4. El grado de una aplicacién de una variable f : [a,0] — R
continua y con f(x) # 0 para = = a, b viene dado por la férmula

0 sif(a)f(b) >0,
deg(f,(a,b)) =4 1 i f(a) <0y f(b) >0,
—1 si f(a) >0y f(b) <0.

Teniendo en cuenta esta féormula el teorema de Bolzano puede formularse
de la siguiente manera: si deg(f, (a,b)) # 0 entonces existe ¢ € (a,b) tal
que f(c) = 0.Veremos que ésta propiedad también es cierta para funciones
de varias variables, siendo la propiedad fundamental a la hora de aplicar el
grado topoldgico a los problemas del analisis no lineal.

2.2. Propiedades del grado de Brouwer

En la construccion del grado de Brouwer que vimos en la seccion anterior
hemos seguido el enfoque analitico de Nagumo (véanse por ejemplo [5, 10} [13]
y [1, 2, [8 9] [17] para los detalles). Existen muchas otras formas de introducir
el grado, por ejemplo usando técnicas de topologia algebraica, [6], o grupos
de homologia, [4]. Sin embargo no importa la forma concreta de definir el
grado, pues como pone de manifiesto el siguiente teorema ([8, Theorem 1.1y
Theorem 3.1]) existe una tinica aplicacién que verifica las propiedades listadas
como (dy)- (ds)-(d3)), vy que por tanto pueden ser utilizadas para definir el
grado de forma axiomatica.

Sea

M = {(f,Q) : Q C R™abierto y acotado, f:Q — R™continua y 0 ¢ f(02)}.

TEOREMA 2.1. Existe una unica aplicacion deg : M — 7Z, llamada grado de
Brouwer, que satisface las siguientes propiedades:

(d1) (Normalizacion) Si 0 € Q) entonces

deg(1,Q) = 1.



(d2) (Aditividad) Si Qi y Qq son subconjuntos abiertos disjuntos de Q y
0¢ f(Q2\ (2, UQy)) entonces

deg(f? Q) = deg(fa Ql) + d€g(f7 QQ)

(d3) (Invarianza por homotopias) Si h : [0,1] x Q@ — R™ es continua ¥
0 ¢ h(t,00) para todo t € [0,1] entonces

deg(h(t,-),Q)es independiente de t.

OBSERVACION 2.1. La propiedad (d;) simplemente fija el valor del grado
para la funcion identidad.

La propiedad (d) resulta ttil para probar la multiciplidad y localizacién
de las soluciones de la ecuacion f(z) = 0.

Por su parte (ds) implica que si f y g son aplicaciones homdtopas (i.e.,
existe h : [0,1] x Q — R™ continua tal que h(0,-) = f y h(1,-) = g) y ademas
ningun cero cruza la frontera durante la homotopia, es decir,

h(t,z) # 0 para todo t € [0,1] y x € 09,

entonces
deg(f,2) = deg(g,?).

Esta es sin duda una de las propiedades més importantes del grado, explotada
una y otra vez en las aplicaciones.

OBSERVACION 2.2. Algunos precedentes del grado topolégico aparecen ya en
los trabajos de Gauss, Liouville, Cauchy, Kronecker, Poincaré, Hadamard,...
hasta culminar en los articulos de Brouwer entre 1910 y 1912 (para mas
detalles sobre aspectos histéricos consultar [I4, Capitulo 1] y [16]).

PROPOSICION 2.1. El grado de Brouwer deg : M — 7 satisface también las
siquientes propiedades:

(d4) (Ezistencia) Si deg(f,$2) # 0 entonces existe x € 2 tal que f(z) = 0.

(d5) (Dependencia de los valores en la frontera) Si f(z) = g(x) para todo
x € 0N) entonces

deg(f, Q) = deg(g,2).

(d6) (Escision) Si Q1 C Q es un abierto y 0¢ f(Q\ Q) entonces

deg(f, Q) = deg(f,h).



Figura 1: L. E. J. Brouwer

(d7) (Grado de aplicaciones lineales inversibles) Si A : R™ — R™ es lineal
con det(A) #0 y 0 € Q entonces

deg(A, Q) = sign(det(A)).

OBSERVACION 2.3. Como ya hemos comentado la propiedad (d4) es crucial
en las aplicaciones y garantiza la existencia de solucién para el sistema de
ecuaciones f(z) = 0.

Por su parte (d5) expresa una propiedad destacable: el grado de una
aplicacion depende solo de sus valores en la frontera.

Por otro lado (d6) es un caso particular de (d2) y nos dice que a la hora
de calcular el grado podemos prescindir de aquellos cerrados del dominio que
no contengan ningun cero de f.

Obsérvese que para poder aplicar (d4) necesitamos garantizar que el grado
de una cierta funcién es distinto de cero. En este sentido la informaciéon que
proporciona (d7) es interesante. Otro resultado importante en esta direccién
es el Teorema de Borsuk que nos dice que el grado de una funcién impar
definida en una bola que no se anula en la frontera es impar (puede verse
en [§] la demostracion del Teorema de Borsuk asi como algunas aplicaciones
interesantes).

2.3. Aplicaciones del grado de Brouwer

La existencia de una aplicaciéon como la especificada en el Teorema [2.1
no es en absoluto trivial, como ponen de manifiesto los siguientes resultados,
que a pesar de su profundidad, son sencillas consecuencias de las propiedades
del grado de Brouwer.



TEOREMA 2.2 (Teorema de Brouwer del punto fijo ). Si B C R™ es una bola
abierta y f : B — B es continua entonces existe x € B tal que x = f(x).

Demostracién. Suponemos que f(x) # = para x € B (sino el teorema ya
estarfa probado). Entonces h(t, ) := x —t f(z) es una homotopfa admisible
porque f(B) C B.Por (d3) y (dl) se sigue que

deg(I — f, B) = deg(h(1,-), B) = deg(h(0,-), B) = deg(I, B) =1,

y por (d4) se obtiene la existencia de z € B tal que z — f(z) = 0 < x = f(x).
g

TEOREMA 2.3 (Teorema del erizo). Sean B C R™ la bola unidad de R™, m
impar y f : OB = S™ ! — R™\ {0} una funcién continua.

Entonces existen x € S™ 1 y X\ # 0 tales que f(z) = A\x.

Demostracién. El teorema de extensién de Tietze (ver [I7, Proposition
2.1]) garantiza que existe f una extensién continua de f (ie., f: B — R™
continua y f(x) = f(x) para todo x € dB). Ademés deg(f, B) estd definido
y por (d5) su valor no depende de la extensién elegida.

Si no existen x € S™ ! y X # 0 tales que f(x) = Ax entonces h(t,z) =
(1—t) f(x)+tx es una homotopia admisible entre f y la identidad I mientras
que hy(t,r) = (1 —t)f(x) — tx es una homotopia admisible entre f y —1I.
Por tanto, la propiedad (d3) nos lleva a la siguiente contradiccion

1 =deg(I,B) = deg(f, B) = deg(—1I,B) = (—1)" = —1,

donde la ultima igualdad se sigue de (d7) teniendo en cuenta que m es impar.
g

OBSERVACION 2.4. El teorema anterior implica que cualquier campo de vec-
tores tangentes continuo sobre la esfera de dimensién par (i.e., f: S™ ! —
R™ continua, m impar y (z, f(z)) = 0 para todo z € S™!) debe anularse
en algun punto. Para m = 3 quiere decir que “un erizo (o una bola peluda)
no puede peinarse sin que se formen remolinos”. Sin embargo sobre cualquier
esfera de dimensién impar es facil encontrar un campo de vectores tangentes
continuo que no se anula (por ejemplo sobre S' bastarfa tomar una rotacién
de 7/2 radianes).

Pueden verse muchas otras aplicaciones interesantes del grado topoldgico
en [8, [11].



3. El grado de Leray-Schauder

3.1. Imposibilidad de extender el grado de Brouwer a
las funciones continuas en dimension infinita

Nuestro objetivo en esta seccion es extender el grado de Brouwer a fun-
ciones definidas en espacios de Banach de dimensién infinita. Esta extensiéon
ha sido motivada histéricamente por sus aplicaciones a las ecuaciones en
derivadas parciales. Sin embargo vamos a poner de manifiesto con un ejemp-
lo sencillo que no puede existir una aplicacién cumpliendo (d1)—(d2)—(d3) y
definida para todas las funciones continuas cuando el espacio es de dimensién
infinita.

EJEMPLO 3.1. Sean I? = {(21,%,...) : 272, ¥} < oo} con la norma [|z|| =

Z;’;l x?, B la bola abierta unidad y T': B — B definida como

T(w) = (V1= [elP. @12, ).

Supongamos que existe una aplicacién D definida sobre todas las aplica-
ciones continuas en B que no se anulan en 0B vy que ademés D satisfacen
las propiedades (d1) — (d2) — (d3). Entonces siguiendo el mismo argumento
que hemos visto en la demostraciéon del Teorema de Brouwer probariamos la
existencia de un punto fijo para T, es decir existirfa z € B tal que T(z) = .

Sin embargo T no tiene puntos fijos porque ||T(z)|| = 1 para todo z € B
por lo que si T'(z) = z se tendria

T(I) = (0,1’1,1’27 .. ) =r = (I1,$2, . .>’

lo que implica x = 0, pero T0 = (1,0,0,...). O

3.2. El grado de Leray-Schauder: definicién y propiedades

El Teorema de Brouwer del punto fijo falla en espacios de dimensién
infinita porque las bolas dejan de ser compactas. De hecho Dugundji de-
mostré que en cualquier espacio de Banach de dimension infinita siempre
existe una aplicacion continua de la bola unidad cerrada en si misma que no
tiene puntos fijos (es decir, el Teorema de Brouwer caracteriza a los espacios
de dimensién finita). En la generalizacion correcta del Teorema de Brouwer y
del grado topoldgico a espacios de dimensién infinita juegan un papel crucial
los operadores compactos (introducidos por Schauder en 1930).
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DEFINICION 3.1. Sean X un espacio de Banach y D C X. Decimos que
el operador T : D — X es compacto si es continuo y ademds T'(D) es un
subconjunto compacto de X.

En 1934, en su famoso trabajo “Topologie et équations fonctionnelles”,
Leray y Schauder extendieron el grado de Brouwer a las perturbaciones com-
pactas de la identidad, i.e., operadores de la forma I — T con T" compacto.

J. Leray J. Schauder

Mas precisamente sea X un espacio de Banach de dimension infinito y
denotemos por M al conjunto de los pares (I — T',2) donde

QQ C X es abierto y acotado, T : Q — X compacto y 0 ¢ (I — T)(99).

La propiedad clave para extender el grado de Brouwer es la siguiente: un
operador compacto T puede ser aproximado uniformemente por una sucesion
de operadores de rango finito T,, (ver [I7, Proposition 2.12]), para los que
estd definido el grado de Brouwer. Entonces se define

D(I —T,Q) = lim deg(I —T,,,),

n—oo

donde Q, = QN X, siendo X,, = span{T,(Q)}. Por supuesto habria que
probar que el limite existe y es independiente de la sucesién T,, (véase [§]).
De nuevo el grado de Leray-Schauder puede ser caracterizado axiomatica-

mente ([§]).

TEOREMA 3.1. Eziste una unica aplicacion D : M — 7Z, llamada grado de
Leray-Schauder, que satisface las siguientes propiedades:

(D1) (Normalizacion) Si 0 € S entonces

D(I,9) = 1.

(D2) (Aditividad) Si Q1 y Q son subconjuntos abiertos disjuntos de Q y
0¢ (I —-T)(2\ (21 UQy)) entonces

D(I—T,Q)=D(I —T,0)+ DI —T,Q).
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(D3) (Invarianza por homotopias) Si H : [0,1] x Q — X es una homotopia
compacta y 0 ¢ (I — H(t,-))(0R) para todo t € [0,1] entonces

D(I — H(t,-),Q)es independiente de t.

OBSERVACION 3.1. Las propiedades (d4) — (d5) — (d6) se extienden también
al grado de Leray-Schauder.

OBSERVACION 3.2. La estrategia general para aplicar la teoria del grado es
la siguiente: incluimos nuestro problema como el caso t = 1 de una familia
dependiendo de un pardmetro t € [0, 1], de tal forma que el grado para el
problema con ¢ = 0 sea distinto de cero y que la homotopia sea admisible (es
decir, que no existan soluciones en la frontera). Entonces por (D3) y (D4) se
sigue la existencia de solucion para t = 1, que era nuestro problema original.
La parte més dificil a la hora de aplicar la estrategia anterior es demostrar
que a lo largo de la homotopia no aparecen soluciones en la frontera. En la
practica se buscan cotas a priori que han de cumplir las posibles soluciones
y sus derivadas (jaunque todavia no sepamos si existe alguna solucién!). El
uso de cotas a priori en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales se
inicia en los trabajos de Bernstein y fue extendido posteriormente por Leray
y Schauder (ver [3]). La importancia de las cotas a priori ha sido resumido
humoristicamente por J. Mawhin en el lema: “soy acotado, luego existo”.

El anélogo al teorema de Brouwer para operadores compactos en espacios
de Banach fue demostrado por Schauder. La demostracion de este resultado
usando el grado de Leray-Schauder es andloga a la que hemos dado para el
Teorema de Brouwer.

TEOREMA 3.2 (Teorema de Schauder del punto fijo). Si B C X es una bola
abierta y T : B — B es compacto entonces existe x € B tal que x = T (x).

3.3. Aplicaciones del grado de Leray-Schauder a prob-
lemas de frontera

Consideremos el siguiente problema de frontera periédico de segundo or-
den

u,/(t) = f(t> u(t)v ul(t))>
u(0) = u(27), ¥ (0) = u/'(27).
Todos los resultados que mostraremos en esta seccién pueden encontrarse
en [7, Chapter 1].

12



DEFINICION 3.2. Una funcién a € C?([0,27]) es una subsolucién del proble-
ma periodico si
a"(t) > f(t,at),d'(t)) para todo t € [0, 27],

a(0) =a2r) y o(0) = a'(2m).

Una funcién € C?([0,27]) es una sobresolucién del problema periédico
si

p(t) < f(t,8(t), 5'(t)) para todo t € [0, 2],
B(0) =pB(2r) y p(0) < p'(2m).

Consideremos primero el problema sin dependencia en la derivada

{ u'(t) = f(t, u(t)),
u(0) = =

= u(2n), w(0) = o (27).

TEOREMA 3.3. Sea f :[0,27] x R = R una funcidn continua. Supongamos
que existe una subsolucion, o, y una sobresolucion, 5 con o < (.

Entonces el problema periddico tiene al menos una solucion u € C*([0, 27])
que ademds satisface

a(t) <u(t) < B(t) para todo t € |0, 27].
Esquema de la demostracion.
» (Paso 1) Se considera el problema modificado
u' —u = f(t,y(tu) =yt ),
u(0) = u(2m), u'(0) = u'(27),
donde 7(t,u) = max{a(t), min{u, 5(t)}}.
» (Paso 2) El problema modificado tiene solucién (Teorema de Schauder).

» (Paso 3) Cualquier solucién del problema modificado esta entre o 'y
(= (t,u) = ).

13



OBSERVACION 3.3. En el teorema anterior el orden o < 3 es fundamental.
Por ejemplo, el problema

u’(t) +u(t) =sin(t), w(0) =wu(27), u'(0) =u'(27),
no tiene solucion (por la alternativa de Fredholm). Sin embargo
at)=1 y B(t)=-1
son una sub y una sobresolucién, pero a > 5.
Consideremos ahora el problema con dependencia en la derivada u’
{ u'(t) = f(t,ult), u'(t)),
u(0) = u(27), v'(0) = '(2m).

Una de las dificultades que se presenta ahora es que el operador N(u) :=
f(-,u,u) esté definido en C'([0,27]) y no en C([0, 27]).

El método de las sub y sobresoluciones nos proporcionan cotas a priori
en u, pero para poder aplicar la teoria del grado necesitamos también cotas
a priori en u'. ;Cémo podemos deducir cotas a priori en la derivada?

En general necesitamos una condicion de Nagumo que controle el crec-
imiento de f con respecto a u/'.

DEFINICION 3.3 (Condicién de Nagumo). Sean a < 'y
E = {(t,u,v) €[0,27] x R* : a(t) < u < B(t)}.

Decimos que la funciéon continua f : F — R satisface una condicion de
Nagumo si
[f (&, u,0)| < @(fol), (tu,0) € E,

donde ¢ : [0,00) — (0, 00) es continua y

/ idé’:—i—oo.
o ©(s)

A partir de la condiciéon de Nagumo podemos obtener cotas a priori para
las derivadas de las posibles soluciones.

PROPOSICION 3.1 (Acotacién a priori de la derivada). Sea ¢ : [0,00) —

(0,00) continua tal que
< s
/ ds = +o0.
o ©(s)

Entonces dado r > 0 existe R > 0 tal que si

[f(t o)l < (o)), —r<u<r

y cualquier solucion u de v = f(t,u,u’) tal que ||ullo < 1 satisface ||U || <

R

14



El siguiente es el principal resultado de esta seccion.

TEOREMA 3.4. Sean « y B sub y sobresoluciones con o < 3 y supongamos
que f : E — R satisface una condicion de Nagumo.

Entonces el problema periddico tiene al menos una solucidn u € C*([0, 27])
que ademds satisface

a(t) <wu(t) < B(t) para todo t € [0, 27].
Esquema de la demostracion. Se considera la familia de problemas
u = Ayt u), ') + o([u']) (u = Ay(t, )
u(0) = u(2m), u'(0) = u'(27),
y se elige r > 0 tal que
—r<a(t) <pt) <r,
f(ta OC(t), 0) + SO(O)(_T - Oé(t)) < 07
f(t,B(t),0) +¢(0)(r — B(2)) > 0,

» Paso 1. Para A € [0, 1] cualquier solucién u es tal que ||ul/o < 7.

» Paso 2. Existe R > 0 tal que para A € [0, 1] cualquier solucién u es tal
que ||v'[|s < R.

= Paso 3. Existencia de solucién para A = 1.

L(u) :==u" — u,
Na(u) = Af (8 y(t, w), w) + @(ju']) (u = My (t,u)) —u
Ty(u) = L™ Ny (u)

Por los Pasos 1 y 2 se satisface que la homotopia compacta I — T) es
admisible y por tanto

D(I —Ty,Q) = D(I — T}, Q),

15



donde Q = {u € C'([0,27]) : ||ulloo <7, |||l 00 < R}.
Ademds como Ty es una aplicacién impar se satisface que([8, Theorem
8.3))

D(I — Ty, Q) #0,
y entonces D(I —T7,Q) # 0 por lo que existe

u = Tl'Ll,.

= Paso 4. Cualquier solucién u para A\ = 1 satisface que a < u <
(=7t u) =u).

= Conclusién: existe una solucién u € C?([0,27]) con o < u < f3.
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